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9.1

ÑAB = Ł12
3

��1 0 0—= Ł1 0 0

2 0 0

3 0 0

� ; BA = �1 0 0—Ł12
3

� = �1—
ÒA2 はm= n のときのみ存在し、tAは常に存在する。

Ó(AB)ij =
n
P

k=1
(A)ik(B)kj =

n
P

k=1
aik ; (BA)ij =

n
P

k=1
(B)ik(B)kj =

n
P

k=1
akj

Ô(AB)ij =
n
P

k=1
(A)ik(B)kj = (A)ij¸j = ¸jaij ; (BA)ij =

n
P

k=1
(B)ik(A)kj = (A)ij¸i = ¸iaij

9.2

v = ©a1a2
Ý

an

¡とすると、v = a1v1 + a2v2 +Ý+ anvn とかける。

fが線型性を持つ事より

f(v) = a1f(e1) + a2f(e2) +Ý+ anf(en) = �f(e1) f(e2) Ý f(en)—©a1a2
Ý

an

¡
= �f(e1) f(e2) Ý f(en)—v

で、A = �f(e1) f(e2) Ý f(en)—とおけば、Aは (m;n)型行列で、確かに f(v) = Avとなる。

9.3

Ñ２つの対角行列を A = diag(¸1; ¸2;Ý; ¸n);B = diag(¹1;¹2;Ý;¹n)とおく。

(AB)ij =
n
P

k=1
(A)ik(B)kj = U 0 iË j

¸i¹i i= j
より、(AB)ij は iË jのとき、０なので、確かに対角行列である。

Ò２つの上三角行列を

(A)ij = U aij i · j
0 i > j

; (B)ij = U bij i · j
0 i > j

とおく。

(AB)ij =
n
P

k=1
(A)ik(B)kj

ここで、i > jならば全ての k(1 · k · n)に対して i > kまたは k > jが成立する。

故に、(AB)ij は i > jであれば 0なので確かに上三角行列である。

9.4

Ñ必要十分条件は全ての i(1 · i · n)で ¸i Ë=である。

このことを n に関する帰納法で示す。

・n = 1のとき A = �¸i—より、¸i Ë 0ならば B = �¸¡1i —で AB = Eより、Aは逆行列を持つ。
・n = kのとき、(1 · i · kなる iで、¸i Ë 0ならば AkBk = Eなる Bk が存在するとする。

n = k+ 1のとき、⁄Ak O

O ¸k+1
š⁄Bk O

O ¸¡1k+1
š= ⁄AkBk O

O 1
š= E

より、n = k+ 1でも ¸k+1 Ë 0であれば Ak+1 は逆行列を持つ。

以上より、対角行列が逆行列を持つための必要十分条件は全ての i(1 · i · n)で ¸i Ë= 0であり、その逆行列は

diag(¸¡11 ; ¸
¡1
2 ;Ý; ¸

¡1
n )である。
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