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1.

Ñ
x = a tanµとおくと、dx = a 1

cos2 µ
より

Z

1
x2 + a2

dx =
Z

1

a2(1 + tan2 µ)
1

cos2 µ
dµ =

Z

1
a dµ =

µ
a =

1
a arctan

jxj
a ÝÝ(答)

Ò
a) x= jaj sinµとおくと、dx = jaj cosµより、

Z

1
B

a2 ¡ x2
dx =

Z

1

jaj
C

1¡ sin2 µ
jaj cosµdµ =

Z

dµ = µ = arcsin x
jajÝÝ(答)

b) x = jaj cosµとおくと、dx = ¡jaj sinµより、
Z

1
B

a2 ¡ x2
dx =

Z

1

jaj
B

1¡ cos2 µ
(¡jaj sinµ)dµ =

Z

(¡1)dµ = ¡µ = ¡arccos x
jajÝÝ(答)

Ó
B

x2 + a= t¡ xを xで微分すると、
x

B

x2 + a
=
dt
dx ¡ 1より、dx =

1
x

B

x2 + a
+ 1
dt = t¡ xt dtなので、

Z

dx
B

x2 + a
=

Z

1
t¡ x

1¡ t
t dt =

Z

1
t dx = log jtj+ C = log jx+

B

x2 + ajÝÝ(答)

2.

Ñ
a)

Z

1
1 + sinxdx =

Z

1
1 + sinx

1¡ sinx
1¡ sinx dx =

Z

1¡ sinx
1¡ sin2 x

dx =
Z

1¡ sinx
cos2 x

dx = tanx+ 1
cosxÝÝ(答)

b) t= tan x
2
とおくと、dt = 1

2
1

cos2 x=2
dx = 1

2
(1 + tan2 x=2)dxであり、

sinx= sin 2 ¢ x
2
= 2 sin

x
2
cos
x
2
= 2 tan

x
2
cos2

x
2
=

2 tanx=2
1 + tan2 x=2

=
2t
1 + t2

であるから、
Z

1
1 + sinxdx =

1

1 +
2t
1 + t2

1
1
2
(1 + t2)

dt =
Z

2t2 + 2t+ 1dt = ¡ 2
t+ 1 = ¡

2

tan
x
2
+ 1 + 1

ÝÝ(答)

Ò
a) ex = tanµとおくと、exdx = 1

cos2 µ
dµなので、

Z

dx
coshx =

Z

2ex

e2x + 1
dx =

Z

2ex

tan2 µ+ 1
1

ex cos2 µ
dµ =

Z

2dµ = 2µ= 2arctan exÝÝ(答)

b)

Ó
a) t=

p
x¡ 1とすると、2tdt = dxなので、
Z

x
B

(x¡ 1)(2¡ x)
dx =

Z

2t
t
B

1¡ t2
dt = 2

Z

1
B

1¡ t2
dt

ここで、t= cosµとすれば、dt = ¡ sinµdµなので、

2

Z

1
B

1¡ t2
dt = 2

Z

1
B

1¡ cos2 µ
(¡ sinµ)dµ = 2

Z

(¡1)dµ = ¡2µ = ¡2 arccos t= ¡2arccos
p
x¡ 1ÝÝ(答)

b)

3.

Ñ
Z

x log (1¡ x)dx =
Z

(
1
2
x2)0 log (1¡ x)dx = 1

2
x2 log (1¡ x)¡

Z

1
2
x2

1¡ xdx

=
1
2
x2 log (1¡ x) + 1

2

Z

x2

x¡ 1dx =
1
2
x2 log (1¡ x) + 1

2

Z

(x+ 1+ x¡ 1
)
dx

=
1
2
x2 log (1¡ x) + 1

4
x2 + 1

2
x+ 1

2
log jx¡ 1j = 1

2
(x2 + 1) log jx¡ 1j+ 1

2
x( 1
2
x+ 1)ÝÝ(答)

Ò 1
x(x+ 1)2

=
1
x ¡

1
x+ 1 ¡

1
(x+ 1)2

であるから
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Z

dx
x(x+ 1)2

=

Z S 1x ¡ 1
x+ 1 ¡

1
(x+ 1)2

kdx = log jxj ¡ log jx+ 1j+ 1
x+ 1ÝÝ(答)

Ó
Z

dx
x2 ¡ 2x+ 2

=

Z

dx
(x¡ 1)2 + 1

ここで、x¡ 1 = tanµとすると、dx = 1
cos2 µ

dµであるから、
Z

dx
(x¡ 1)2 + 1)

=

Z

1

tan2 µ+ 1
1

cos2 µ
dµ =

Z

dµ = µ = arctan (x¡ 1)ÝÝ(答)

Ô In =
Z

(logx)n

x dxとする。

In =
Z

(logx)0(logx)ndx = (logx)n+1 ¡
Z

(logx)n(logx)n¡1 1x dx

= (logx)n+1 ¡ n
Z

(logx)2

x dx = (logx)n+1 ¡ nIn

よって、In = (logx)n+1 ¡ nIn なので、

Ú In =
Z

(logx)n

x dx =
(logx)n+1

n+ 1 ÝÝ(答)

Õ t= (ex + 1)1=4 とおくと、dt = 1
4
ex(ex + 1)¡3=4dxから dx =

4(ex + 1)3=4

ex dtだから
Z

e2x

(x2 + 1)1=4
dx =

Z

(ex)2

(ex + 1)1=4
4(ex + 1)3=4

ex dt =
Z

ex4(ex + 1)1=2dt = 4
Z

ex + t2dt

= 4

Z

(t4 ¡ 1)t2dt = 4
Z

(t6 ¡ t2)dt = 4# 1
7
t7 ¡ 1

3
t3;= 4

21
t3(3t4 ¡ 7) = 4

21
(ex + 1)3=4(3e4 ¡ 4)ÝÝ(答)

Ö t= 1x とおくと、dx = ¡x
2dtなので、

Z

dx
x2
B

x2 ¡ 3
=

Z

1

x2
E

1
t2
¡ 3

(¡x2)dt =
Z

§t
B

1¡ 3t2
dt = § 1

6

Z

6t
B

1¡ 3t2
dt

= §
1
6

B

1¡ 3t2 = § 1
6

F

1¡ 3(
1
x )
2 = §

B

x2 ¡ 3
6x ÝÝ(答)

4.

Ñ x= a sinµとおくと、dx = a cosµdµであるから、
Z

B

a2 ¡ x2dx= a
Z

C

1¡ sin2 µ(a cosµ)dµ = a2
Z

cos2 µdµ = a
2

2

Z

(cos 2µ+ 1)dµ

=
a2

2
# 1
2
sin 2µ+ µ; = 1

2
#a2 sinµ cosµ+ a2 arcsin x

jaj;
=
1
2
S(a sinµ)Ba2 ¡ a2 sinµ+ a2 arcsin x

jajk= 12 #xBa2 ¡ x2 + a2 arcsin xjaj;
Ú

Z

B

a2 ¡ x2dx = 1
2
#xBa2 ¡ x2 + a2 arcsin x

jaj;
Ò

5.

Ñ 部分積分を随時行うことにより示す。

I(m;n) =
Z 1

0
xm(1¡ x)ndxとおく。 ÝÝ 1

I(m;n) =
Z 1

0
# 1
m+ 1x

m+1;0(1¡ x)ndx = � 1
m+ 1x

m+1(1¡ x)n „1
0
¡

Z 1

0

1
m+ 1x

m+1n(¡1)(1¡ x)n¡1dx

=
n

m+ 1

Z 1

0
xm+1(1¡ x)n¡1dx = n

m+ 1I(m+ 1; n ¡ 1)

よって、

I(m;n) = n
m+ 1I(m+ 1; n ¡ 1)

これから

I(m;n) = n
m+ 1I(m+ 1; n ¡ 1) =

n
m+ 1

n ¡ 1
m+ 2I(m+ 2; n ¡ 2)
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=Ý =
n(n ¡ 1)Ý2 ¢ 1

(m+ 1)(m+ 2)Ý(m+ n)
I(m+ n; 0) =

n(n ¡ 1)Ý2 ¢ 1
(m+ 1)(m+ 2)Ý(m+ n)

Z 1

0
xm+ndx

=
n(n ¡ 1)Ý2 ¢ 1

(m+ 1)(m+ 2)Ý(m+ n)
� 1
m+ n + 1x

m+n+1 „1
0
=

n(n ¡ 1)Ý2 ¢ 1
(m+ 1)(m+ 2)Ý(m+ n)

£
1

m+ n + 1

=
n!

(m+ 1)(m+ 2)Ý(m+ n + 1)
£
m!
m! =

n!m!
(m+ n + 1)!

Ú I(m;n) = n!m!
(m+ n + 1)!


